الاشتقاقية 


3A8 


ا. العدد المشتق - الدالة المشتقة: 


1.تعريف 1: 


نقول عن الدالة + المعرفة على المجال 1 من © أنها قابلة o vl‏ 0000 لاط 
النسبة ال نهاية محدودة لما يؤول ط إلى 0. 


نسمي هذه النهاية العدد المشتق للدالة F۴‏ عند ه» ونرمز لها بالرمز (ه)٠]۴.‏ لدينا إذن: 
f(a+h)-f‏ . ھ4 Oo. DET‏ 
(ھا من - ر۴ أو 30 لش رين - (۴)۵ عند وضع داه = ×, 


2 تعريف 2: 


إذا قبلت الدالة ۴ الاشتقاق عند كل عدد حقيقي × من 1 نقول أنها تقبل الاشتقاق على 1» وتسمى 


الدالة: (») ۴ ج ×:'۴ الدالة المشتقة للدالة ؟. 
3. مثال: 


الدالة المشتقة للدالة لج ع:ء المعر نيا يج" لت ب :م 
XxX‏ 2 


اا. الاشتقاق والاستمرارية: 


إذا كانت ۴ دالة قابلة للاشتقاق على المكا لادا الستمؤة على هذا الال لك ك 


:2 المماس لمنحنى دالة عند النقطة‎ .|١١ 
تعريف:‎ .1 


۴ دالة معرفة على المجال 1 الذي يشمل 2 و (,0) تمثيلها البياني. 


إذا قبلت الدالة ۴ الاشتقاق عند ه فإن (.©) يقبل عند النقطة ((4)3:7)08 مماسا (1) معامل 
توجيهه (4)'] ومعادلته: (4)£+(4-<>)(4) ۴= ر. 


2. مثال: 
الدالة ۴ المعرفة على ° ب ×2- ×+ ×=()؟» قابلة 
للاشتقاق ءا ° ولدينا: 2- ×3×7+2=(»)'؟» ومنه 


2-= (۴)0» إذن (.©) يقبل مماسا (0) عند (0: ۸)0 معادلته 
×2- = ل۷ 
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۴ دالة معرفة ومستمرة على المجال 1 الذي يشمل ه. 

» إذا كانت النسبة © تقبل النهاية رامن اليمين عد رشلا ا 
2-8 

اليمين عند 2. 


١‏ إذا كانت النسبة < تقبل النهاية دا من اليسار عند ه نقول إن ۴ قابلة للاشتقاق من 
اليسار عند ه. 

٠‏ إذا كانت ,1-1 فإن الدالة ۴ قابلة للاشتقاق عند ۾. 

ا إذا كانت 1,۶1١‏ فإن الدالة ‏ غير قابلة للاشتقاق عند ه والنقطة ((ه)۴:ة) ۸ تسمى نقطة زاوية. 

إذا كانت الدالة ۴ غير قابلة للاشتقاق عند ه وقابلة للاشتقاق من 
اليمين عند ه فإن (,©) التمثيل البياني للدالة ۴ يقبل نصف مماس من 
اليمين عند النقطة ((ه)۸)a:۴‏ معامل توجيهه ,1 ومعادلته: 
y =1 (x—-a)+ f(a)‏ 

٠‏ إذا كانت الدالة ۴ غير قابلة للاشتقاق عند 2 وقابلة للاشتقاق من 
اليسار عند ه فإن () التمثيل البياني للدالة ۴ يقبل نصف مماس 
نصف مماس من اليسار عند النقطة ۸ معامل توجيهه «[ ومعادلته: 
(1)9+(2-2 )وا - .y‏ 

ا أي أن (,©) يقبل عند النقطة .4 نصفي مماسين يصنعان بينهما زاوية .0. 

/. المماس العمودي لمنحنى دالة: 


1. تعريف: 


إذا كانت * دالة مستمرة عند هو اا له 0 


x4a 2-6‏ 
"ا فان الدالة ۴ غير قابلة للاشتقاق عند 
h40‏ 

ه والمنحنى (,0) يقبل عند النقطة ((4)2:)0 مماسا عموديا 
(موازيا لحامل محور التراتيب) معادلته: ۾ = ×. 


2. مثال: 
+ دالة معرفة على المجال ]0+ ;1-[ بالعبارة 1+ Nx‏ ع f(x)‏ و(0)منحناها البياني. أدرس قابلية اشتقاق 


الحل: 


f(a +h) —- f(a) EN 
h و‎ 


1 ا 1 5 1+علة . (1-)1- (2) 1 0 . ا 5 . 5 5 
أجل 1-< × لدينا' ممد- lim = lim‏ = دطنا » ومنه فار الدالة ]1 غير قالئدنة 
کا 1+ x +1 x41 x+1] x+-1lx‏ دجي 59 ل 5 1 


للاشتقاق عند 1- والمنحنى (,©) يقبل عند النقطة (1:0-)۸ مماسا عموديا معادلته: 1- = ×. 
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الا. مشتقات دوال مألوفة: 


1) الدالة‎ ٣ )»( مجالات قابلية الاشتقاق | الدالة المشتقة‎ 
k ثابت حقيقي)‎ k) 3 
5 3 
ax +b 59 
x" (n>2/ne*) 5 
x [0: +e] 
o % 
xX 
COSX 3 
5110 x 8 
tan x ١ | lke > 
نتيجة:‎ 


7 الدوال كثيرة حدود قابلة للاشتقاق على 
الدوال الناطقة قابلة للاشتقاق على كل مجال محتوى في مجموعة تعريفها. 
1J‏ . المشتقات و العملبات الدوال: 
نا و7 دالتان قابلتان للاشتقاق على مجال 1 من ٠°‏ و) عدد حقيقي . 
ون 2 ١‏ | ريم ل u+v | ku uv‏ الدالة 
Vv‏ 1 


الدالة المشتقة 


| اا/لا. اشتقاق الدالة _(ط+×ه )نا : 
۾ وط عددان حقيقيان حيث 0ع 2» ن دالة قابلة للاشتقاق على المجال 1 من ٠°‏ ليكن [ المجال 
المكوّن من الأعداد الحقيقية × حيث 0+ه ينتمي إلى [. 
الدالة (م6+عه)ن ج ×:۴ قابلة للاشتقاق على 3 ولدينا من لجل لكر 3 
TG) =a ax +b)‏ 2 


3A8 


مثال: 
عيّن الدالة المشتقة للدالة: (2<2+1)همذه- (»)؟. 
ا الدالة ۴ قابلة للاشتقاق على ° ولدينا: (5)22+1م»2 - 20 1 . 
×|. اشتقاق دالة مركبة: 
1. مشتقة الدالة_ داه : 


إذا قبلت الدالة ن الاشتقاق على المجال امت ٠‏ فال 0لا ا کت ا “uD‏ 


فإن الدالة ٥ u‏ تقبل الاشتقاق E‏ 
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3A8 
مثال:‎ 


عيّن الدالة المشتقة للدالة: (۴)»(=)×2+1. 
١/‏ نضع ه70 -<+ حيث 2+1, - (2)نا و ترد وى 
١‏ الدالتان د و قابلتان للاشتقاق على “» ومنه فإن ‏ قابلة للاشتقاق على ". 


۷ من أجل کل × من ° لدينا: ×2 = (×) ا و32 - (»)'۷» ومنه فان : )1+ 6x (x2‏ = و f‏ . 
2. مشتقة الدالة_ (»×)ال ج عر: 


إذا كانت الدالة «عقاللة للاشتقاق على المجال من ° وكانت عر جة ةا 022032 3 اا 


ا تقبل الاشتقاق على 1 ولدينا من أجل كل × من 1: 


مثال: 

عيّن الدالة المشتقة للدالة: 2+1×لہ=(»)؟. 

لانضع ده -<+ حيث 2+1 u)×(‏ و 0006| 

/ الدالة ن قابلة للاشتقاق وموجبة تماما على ٠°‏ والدالة + قابلة للاشتقاق على +o‏ :0 ]| ومنه فان ۴ قابلة 
للاشتقاق على ]-ه+:0]. 


م 1 XxX 2x‏ 
/لامث ١‏ ع +o‏ :0 لدينا ' ×2 - e۷ 2 ١‏ و سک همع | کے FF‏ 
من أجل كل × من ]م+:0] لدينا: <2 = ري رثاو سر =( أي س = () 


3. مشتقة الدالة x 4 [u]‏ مع (٠ءعم‏ و2<م): 


إذا كانت الدالة د قابلة للاشتقاق على المجاكيل 3 )فان يالدالة س تقل الات تاق عأ | 


ولدينامن أجل كل ا العبوجيودوة ١|‏ 0 
مثال: 
عيّن الدالة المشتقة للدالة: “(×+2×2) = (»)۴. 


لانضع *((2)ن) = ۴)۸ حيث ع +222 - (0)ن . 
ا الدالة نا معرفة وقابلة للاشتقاق على ° ومنه فان ۴ معرفة وقابلة للاشتقاق على 8 
امن أجل كل × من ° لدينا: 4+1 -(»«'ن ومنه فإن: 3( 1()2×2+ ×4)4= 10 . 


4. مشتقة الدالة أ 
[u(%)]‏ 


بيع مع (٠ع2 (n>1,‏ 


إذا كانت الدالة » قابلة للاشتقاق على المجال 1 من ° ولا تتعده على ل فل ل 


> 

الاشتقاق على 1 ولدينا 2 ا كا ااا 

3 ا کل د مل 1. نون 

مثال: 

عن الدالة اة الدالةة ايت ون 
(x2 + x +1)‏ 
۷ نضع 1 . = )+ حيث 1+ ×+ تير - (2)نا , 
(u(%))‏ 


WWW.MmathoneCc. Com 


الاشتقاقية 345 
ا الدالة u‏ معرفة وقابلة للاشتقاق على ° ومن أجل كل × من ° لدينا 0< (2)ناء ومنه فإن ۴ معرفة 
وقابلة للاشتقاق على ° . 


۷ من أجل كل × من ° لدينا: 1+ ×2=(») ن ومنه فإن: 


-4(2x +1( 


ك 
(x2 +x +1)‏ 


×. المشتقات المتتايعة لدالة* 
1. تعريف: 


٠‏ إذا كانت الدالة ۴ قابلة للاشتقاق على المجال 1ء فإن الدالة التي ترفق بكل عدد حقيقي × من 
1 العدد الحقيقي (×) ۴ تسمى الدالة المشتقة الأولى للدالة .f‏ 
۷ و إذا كانت الدالة ۴ قابلة للاشتقاق على المجال 1ء فإن الدالة التي ترفق بكل عدد حقيقي × 


من 1 العدد الحقيقي'((×) ) تسمى الدالة المشتقة الثانية للدالة #» ونرمز لها ب "+ أو ”۴ . 
۷ وهكذا إذا قبلت الدالة ۴ الاشتقاق م مرة (حيث 2< م) على المجال 1ء فإن الدالة المشنقة 


النونية للدالة ۴ ونرمز اسيك ۳ تكتب کا 51 7 f)‏ , 


2 مثال: 
۴ دالة معرفة على ° بالعبارة “×= (»)۴. الدالة ۴ قابلة للاشتقاق م مرة» وأنه من أجل كل × من ° لدينا: 
تبره دو ف ¢ 2ر12 رج 120 24x‏ قم ANO‏ = ين ثبي 
ومن أجل كل عدد طبيعي 5< لدينا: #0( 0غ . 
ا×. نقطة الانعطاف: 
1. تعريف: 
إذا كانت الدالة ۴ قابلة للاشتقاق مرتين على المجال 1 من ° 
وكانت ("7 تنعدم عند 0 من 1 مغيرة إشارتها في جوار 20 
فإن المنحنى البيانى 0©) للدالة ۴ له نقطة انعطاف ((20): عم 
والمماس ل (2) عند 4 يخترق 0©). 


.۴)»(=3× +1 دالة معرفة على ° بالعبارة‎ f 

الدالة ۴ قابلة للاشتقاق على ٠٠‏ ومن أجل كل من ° لدينا: 
27و - + < .f"(x)=18x‏ 

0-(×)"۴ يكافئ 0 = ×. إذن («"7 تنعدم عند 0 = م« مغيرة إشارتها في 
جوار 0» ومنه فإن النقطة (1: ۸)0 هي نقطة انعطاف للمنحنى 00©). 


ا1×, تطبيقات الاشتقاق: 
1. اتجاه تغير دالة: 

۴ دالة قابلة للاشتقاق على مجال آمن ,2: 

ا إذا كان من أجل كل ع من 1 لدينا 0<( ۲ فار الدالة ) 107 اب 001لا 


ا إذا كان من أجل كل × من 1 لدينا 0 > (»)' ۴ فإن الدالة ۴ متناقصة تماما على 1. 
ا إذا كان من أجل كل × من 1 لدينا 0= (») ۴ فإن الدالة ۴ ثابتة على 1. 
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مثال: 
* دالة معرفة على ° بالعبارة ×=(»)]۴. الدالة ]۴ قابلة 
للاشتقاق ومن أجل كل × من ° لدينا: 3:2 -(42» ومن أجل 
كل مي لهذا 
0< 70 و0-(1)0. 
إذن الدالة ۴ موجبة على ° وتنعدم عند 0» وبالتالي فإن + 
متزايدة تماما على °. 

2. القيم الحدية لدالة: 


۴ دالة قابلة للاشتقاق على مجال 1 من ° يشمل ». 
القول أن (0)* قيمة حدية عظمى (صغرى) للدالة *» يعني أنه 


نستطيع إيجاد مجال مفتوح [ محتوى في 1 ويشمل ٠‏ بحيث من أجل 
كل × من [ لدينا )1 > ۴٥0‏ (0)* < 0 ). 


3. حل المعادلات: 


۴ دالة قابلة للاشتقاق على مجال [ط:ه]=1. 
v۷‏ إذا كانت 0<" (۴'>0) على المجاك [2:5] فإنه.من أجل كل » من 
[(ط)۴)۵(:۴] ([(6)60(:4)2])» المعادلة 8 = 1 تقبل حلا وحيدا في 


نستطيع استعمال العدد المشتق لتعيين نهاية بعض الدوال عند ه وذلك لإزالة حالة عدم تعيين. 
إذا كانت لدينا عبارة من الث كل 20-120 وى )را ا ا 


xX =a 


EE) 


5-22 و 


(A) 


لدينا: E‏ . نريد حساب (×)ع دنا . 
X‏ 0ج 


۷ نلاحظ أن 0 -(112)005-1 و 0= (×) ناء ومنه (2م)ع ٣1ا‏ هي حالة عدم تعيين 
x40 x40 x40‏ 3 0 


۷ لإزالة حالة عدم التعيين نستعمل العدد المشتق» وذلك بوضع: «05ه - (×)۴»› نجد 1- (1)0 وبالتالي فان 

f(x) — f(0) 
x-0 

۷ من أجل کل × من * لدينا: ×«زء-=(»)۴» ومنه فإن ۴)0(=0ء إذن 0(=0) ۴= (×)ع هنا . 


= )ع وبما أن / قابلة للاشتقاق عند 0 فإن (0)م - 10< ن = رومع صتا . 
X—‏ ود 


x40 
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|ااا. التقريب التآلفي وطريقة أولر: 


1. التفر بب التالفے." 


إذا قبلت ۴ الاشتقاق عند × من 1ء فإنه توجد دالة ع بحيث من أجل كل عدد حقيقي 1 مع (x+h)eI‏ 
لدينا: f(x+h) - f(x) + hf (x) + he(h)‏ مع 0= .limE(h)‏ 
h40‏ 


من أجل ط1 قريب من الصفر نكتب عندئذ: (») ٤ط‏ + (×) ۴~ (1+ »)۴ء يسمى هذا التقريب التآلفي ال 
(ط+»)۴ من أجل 1ط قريب من الصفر المرفق بالدالة ؟. 


مثال؛ 
۴ دالة معرفة على ° بحيث 2+1</. - (6«2 + و ۴)1(=2. باستعمال خطوة قدرها 0,1. 
أوجد القيمة التقريبية لكت (۴)1,1 و (۴)1,2. 
الحل: 
لدينا من تعريف التقريب التآلفي: (»)' ۴ط + (×)۴ > (+7)2 ومنه فإن: 
Vv f(D - f(1) +0,1xf (1) x 2 + 0,1<»./2 = 2,141.‏ 
Vv f(1,2)z f(1) +0,1xf ),1( x 2,141+ 0,1x [2,21 222,289 .‏ 


2. طريقة أولر: 
تسمح هذه الطريقة بإنشاء تمثيلات بيانية تقريبية لدالة ۴ بمعرفة الدالة المشتقة '۴ للدالة ۴ وقيمة ال f‏ 
عند عدد (م 1 - ولا بدون معرفة العبارة الصريحة ل 1]. 


وهذه الطريقة تعتمد على أنه من أجل 1 قريب من الصفر يكون (ط+ قريبا من (×) 1+ (1)2 . 


الطريقة بالتفصيل: 
۷ بما أنه لدينا شرط أولي للدالة ۴ هو (م*)* - رر نستطيع أن نعين نقطة من المنحنى البياني ل 7 وهي 


النقطة (رر:م×),۸ 5 

5 5 فود xı =xy +h ۳ 5 7 55 a‏ 5 
٠‏ انطلاقا من النقطة :)وك ننشئ النقطة (,رز») ۸ حيث: قريب 
ف 0(*oi¥o)‏ و (Xo) ١‏ 1 »اط =f(xy)+‏ و e‏ 

x =x, +h 8 MY uw. ا‎ N o NF ف‎ 
: A : النقطة‎ A 8 انطلاقا النقطة‎ 0 
0 رميو ريمع‎ o 202 م 0 الا‎ 


۷ بما أن 1 قريب جدا من الصفرء فإن النقاط ,ك ,ر4۸ .4 ... تكون قريبة جدا من )٤(‏ منحنى ؟. 
۷ بربط النقاط ,4 ۸١,‏ ,۸ ... بيعضها البعض نحصل ُ/ 1 
على تمثيل بياني تقريبي ل ۴ مرتبط باختيار ا 
الذي يسمى الخطوة» أي أنه كلما كان مقدار الخطوة 
ط قريبا من الصفرء كان التمثيل البياني التقريبي ل 
۴ قريبا من التمثيل البياني الحقيقي (0) للدالة ؟. 
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